
Cours d'AlgorithmiqueQuatrième �
he de TD � Divide and 
onquer, programmationdynamiqueDépartement Info ESIL � usage interne2006-071 Divide and 
onquer1.1 Conversion binaire vers dé
imalLa 
onversion 
lassique de binaire vers dé
imal a une 
omplexité en Θ(n) 
ar elle utilise n étapesde multipli
ation. En utilisant le prin
ipe du diviser pour régner, nous pouvons atteindre une
omplexité en Θ(log n) (Indi
ation : utiliser la même appro
he que pour l'a

élération de l'additionbinaire vue en 
ours).1.2 Multipli
ation de polyn�mesMontrer que les 
oe�
ients de polyn�me produit de a∗x+b et c∗x+d peuvent être obtenus à l'aidede 3 multipli
ations (Indi
ation : l'un des produits est (a + b) ∗ (c + d)). En déduire un algorithmequi multiplie deux polyn�mes de degré n en Θ(nlog n) étapes (n est supposé être une puissane de
2 a�n de simpli�er l'algorithme). En déduire un algorithme qui multiplie deux entiers binaires en
Θ(nlog n) étapes de 
omplexité 
onstante.2 Programmation dynamiqueL'appro
he �diviser pour régner� 
onduit parfois à résoudre plusieurs fois le même sous-problème,devenant alors très ine�
a
e. Ave
 l'appro
he de �la programmation dynamique�, les solutionsdes sous-problèmes sont mémorisées au fur et à mesure et on a le moyen de les retrouver lorsquele sous-problème est ren
ontré à nouveau. Évidemment, il faut déterminer l'ordre dans lequelon va résoudre les problèmes et les stru
tures de données qui serviront à mémoriser les solutionsintermédiaires. Le développement d'un algorithme de programmation dynamique peut être plani�éen suivant les quatre étapes suivantes : Cara
tériser la stru
ture d'une solution (optimale), 2) dé�nirré
ursivement la valeur d'une solution (optimale), 3) 
al
uler la valeur d'une solution (optimale) enremontant jusqu'à l'énon
é du problème initial et 4) 
onstruire une solution (optimale) du problèmedonné en se servant des informations re
ueillies dans l'étape pré
édente.
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2.1 Multipli
ation d'une suite de matri
esOn veut 
al
uler le produit A = A1 ×A2 . . . An d'une suite de matri
es. Le produit étant asso
iatif,on peut pro
éder de plusieurs manières. Pour n = 4, on a 5 façons de faire, 
ha
une asso
iéeà l'un parenthésages suivants : (A1(A2(A3 A4))) = (A1((A2 A3)A4)) = ((A1 A2)(A3 A4)) =
((A1(A2 A3))A4) = (((A1 A2)A3)A4). On se propose de déterminer une solution qui minimise lenombre d'opérations. Quel est le nombre de multipli
ations s
alaires né
essaires e�e
tuer le produitde deux matri
es de dimensions p∗q et q∗r ? Considérez le 
as où les dimensions de A1, . . . , A4 sont
10 ∗ 100, 100 ∗ 5, 5 ∗ 50, 50 ∗ 8. Quel est le nombre des multipli
ations né
essaires pour 
ha
un desparenthésages 
i-dessus, quelle solution est optimale ? On montre que le nombre de parenthésagesdu produit de n matri
es est le nombre de Catalan de rang n, T (n) = 1

n+1 ∗ binomial(2n, n) ≃ 4n

n3/2
.Le passage en revue de tous les parenthésages possibles n'est don
 pas e�
a
e.Étape 1 : Cara
térisons la stru
ture de la solution optimale. Supposons obtenir une solutionoptimale pour le produit A = A1 . . . An en 
oupant entre Ak et Ak+1, 
'est-à-dire en 
al
ulant

B = A1 . . . Ak et C = Ak+1 . . . An et ensuite A = B × C.Étape 2 : Donnons une dé�nition ré
ursive de la solution optimale. Notons mi,j j le nombreminimum de multipli
ations s
alaires né
essaires pour 
al
uler le produit de matri
es Ai . . . Aj etsupposons que 
haque matri
e Ak est de dimension pk−1 ∗ pk. Montrons d'abord qu'une séparationarbitraire du produit Ai . . . Aj entre Aq et Aq+1 donne mi,j = mi,q + mq+1,j + pi−1 pq pj. Nous endéduisons que 
oût minimal pour le 
al
ul du produit Ai . . . Aj vaut 0 si i = j et mini≤q≤j mi,q +
mq+1,j + pi−1 pq pj lorsque i < j et que le 
oût le plus faible pour 
al
uler A = A1 . . . An sera m1,n.Étape 3 : Au lieu de 
al
uler ré
ursivement la solution de la ré
urren
e 
i-dessus, nousadopterons une appro
he as
endante en 
al
ulant su

essivement les 
oûts mi,j que nous rangeonsdans un tableau M [1..n, 1..n] tout en gardant l'indi
e q 
orrespondant au minimum dans un tableau
S[1..n, 1..n]. É
rivons la pro
édure ORDONNER(p) qui remplit les tableaux M et S et dont le paramètre
p est la séquen
e (p0, . . . , pn) telle que, pour i ∈ {1, . . . , n}, la matri
e Ai soit de dimension pi−1 ∗pi.Quel est le 
oût de l'algorithme obtenu ?5) Étape 4 : Construisons une solution optimale du problème donné. A partir de l'information
al
ulée et sto
kée dans les tableaux M et S, nous sommes en mesure de 
al
uler e�e
tivement leproduit de matri
es ave
 un 
oût optimal. Chaque élément S[i, j] 
ontient la valeur de q pour laquellele parenthésage optimal de Ai . . . Aj implique une séparation entre Aq et Aq+1. Nous savons don
que, lors du 
al
ul de A1 . . . An, la dernière opération se fera entre A1 . . . AS[1,n] et AS[1,n]+1 . . . An.De même, S[1, S[1, n]] détermine la dernière multipli
ation e�e
tuée lors du 
al
ul de A1 . . . AS[1,n]et ainsi de suite ré
ursivement. É
rivons la pro
édure MULTIPLIER(i, j) qui implante 
e pro
essus.2.2 Sa
 à dos généraliséLe problème du sa
 à dos introduit pendant le 
ours 
onsidérait que 
haque objet pouvait être prisune fois, ou ne pas être pris. On peut généraliser le problème en asso
iant à 
haque objet i un entierstri
tement positif mi. Cet entier donne le nombre maximal d'exemplaires de i que nous sommesautorisés à prendre. Donner la nouvelle formulation du problème. Est-
e que les 
hoses 
hangentfondamentalement par rapport au problème initial ?
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